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ZUR TRANSFORMATION 
DER K00RDINATEN IN RAUMEN KONSTANTER KRUMMUNG. 
Von 1. k ii r o t h (Freiburg i. Br.). 
Adunanza del 27 gennajo 190'/. 
BELTRAMI definiert in seiner klassischen Abhandlung Teoria fondamentale degli 
spazji di curvatura costante *) einen Raum yon konstantem Krt~mmungsmass und drei 
Dimensionen-  auf die ich reich der Einfachheit wegen beschr~inke- durch den 
Ausdruck des Linienelements 
R 
(x) ds =- - l /dx~ -[- dx: "-t- dx~ + dx*, x 
wobei die vier Koordinaten eines Punktes x ,  x 2 , x~, x durch die Gleichung 
2 2 _._ a2 (2) x + x: + + x, 
verbunden sind. 
Er zeigt, dass die geod~itischen Linien durch zwei Gleichungen ersten Grades zwi- 
schen den drei Koordinaten x,, x~, x 3 bestimmt sind. Ich will der Einfachheit wegen 
eine solche Linie eine gerade Linie und die Gesamrntheit der Punkte, die eine Gleichung 
zwischen den drei Koordinaten x ,  x 2 , x 3 erffillen, eine Ebene nennen. 
Wenn zwei Linienelemente 6eren Komponenten (dx,, dx~, d x3, d x) und (~x,, 
~x,, ~x3, 8x) sind yon dem n~imlichen Punkte ausgehen, ennt sie BELTRA~t senkrecbt 
zu einander, fails 
(3) ~x dx, ~t_ 8x~dx2 + 8x3dx 3-~- Bxdx -- o 
ist. 
Da ~ilmliche Ausdrficke viel auftreten, will ich einen Ausdruck wie ~ ~,+~ [~,+~3 ~3 
kurz mit (~, ~) bezeichnen. Damit schreibt sich (3) 
(~x, dx) + 8xdx  - -  o. 
Nach dieser Definition steht die gerade Linie (x~- -o ,  x = o) auf der Ebene 
x 3 ~--- o senkrecht d. h. sie steht auf jedem Linienelement senkrecht, das yore Punkte 
(x - -o ,  x~- -o ,  xs - -o )  ausgeht und in der Ebene x 3 - -o  liegt. 
Das Gleiche gilt yon den Geraden (x~- -o ,  x 3 - -o ) ,  (x 3 - -o ,  x , - -o )  und den 
Ebenen x, - -  o bezw. x~ --- o. 
*) Annali di Matematica pura ed applicata, s. II, t. II (I868-69), pp. 232-255 ; Opere, t. I, 
pp. 406-429. 
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Wenn man durch einen Punkt O mit den Koordinaten I ,  I ,  13, l drei Ebenen 
legt, yon denen je zwei sich in einer geraden Linie schneideu, die auf der dritten 
Ebene senkrecht steht, und auf diese drei Ebenen eine passende Koordinatenbestimmung 
grfindet, so zeigt BELTRAMI dass 
(4) ~7 +~:  +~ +~2=v 
(5) ~-f(d~,I " + d~ -dr d~ -q- d~ ~) -- ~-(dx~I + dx~ + dx~ + dx 2) 
wird. BELTRAMI beweist dies indem er zwei einfache F~lle nacheinander behandelt. 
Ich will im folgenden den Beweis direkt ftihren, wobei es nur darauf ankommt m6- 
glichst die Rechnung zu vermeiden. 
Ich lege durch den Punkt O eine Ebene P, deren Gleichung sei 
(6) (P, ~ - -  0 = o. 
Von einem Punkt Y mit den Koordinaten (y,, y~, y~, y) lege ich dann nach 
einem Punkt Z yon P eine Gerade so, dass sie in Z auf P senkrecht steht. Sind 
Z,' Z*~ ~3, Z die Koordinaten yon Z, so muss sein 
(7) (~ () + Z ~ --- a ~ 
(8) (.P, Z -  l) = o oder (p, K) - -  (P, I). 
Sind 8~,, ~.~, ~,  ~ die Komponenten des yon Z ausgehenden Li ienelementes 
8s der Geraden YZ, dz,, dz.~, dz_ 3 , dz~ die eines yon Z aus gehenden Linienelementes 
d s der Ebene P, so muss welter, weil ~s zu d s senkrecht sein soil, 
(9) (~Z, dO + ~d~ = o 
sein, ffir alle d s der Ebene P d. h. wenn 
Oo) (p, dz) = o 
und nach (7) 
I (z, dz) + zdz = o ( iO  ? (~, ~)  + z~ = o 
erffillt sind. Es muss also Faktoren ),, ~, so geben, dass 
8;( --- b~;( 
ist. Wegen ( i i ) ,  (7) und (8) folgt hieraus 
so dass man 
setzen kann, also 
wird. 
o = x(p,  t )+~.  2, 
x = a 2 v,  ~ = - -  (p ,  l )  v 
t ~ z, = v[~'p,  - -  (p, 1) z,] (i = r, 2, 3) 
Weil eine Gerade durch zwei GMchungen ersten Grades zwischen den drei Koordi. 
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naten x ,  x=, x gegeben wird, gelten wie in der gew6hnlichen analytischen Geometrie 
far einen Punkt der durch Y gehenden Geraden die Gleichungen 
Xl - -  Yi "3V ~ ~i (i = I, 2, 3)" 
Also ergibt sich 
41 "-- Yi "dl- ~o~Zl 
(i  = i, a, 3) 
und damit geben die (12), wenn man ~ - -  z setzt, 
(13) 4i[I at- ~(p, l)] ---y, + ~a'p, ( i= I, 2, 3)" 
Darans folgt nach (8) 
t 
(p, I) [I + g (p, 1)] - -  @, y) -[- ~ a ~ (p, p) 
( i3 . )  @, y - 0 
~ = (p, t)2--a2(p, p)" 
Hiemit ist der Punkt Z bestimmt. 
Setzt man I 2 I- z(p, I) - -  N, so liefert (13) mit (8) 
((, ~) N = (y ,  z~) + ~ a 2 (p, l), 
und, weil (zo 4) - -  a 2 - -  4', * (P, t) - -  N ~ I ist ,  
(I4) (Y, 4) = a ' - -  N4L 
Welter findet sich aus (13) 
(y, 4) N = (y, y) + a a * (p, y); 
oder mit Benutzung yon 04)  
a~N _ N~z~ = a ~ _ y~ + ~a~(P, y), 
das sich 
a'e[(p, 1)- - ( ,p,  y)] - -  N'zO - -  y ~, 
und, mit N4 aus (14) ,
(15) a*.(p,  l _y )=[  a~- (y ,  4)]* y, 4 ~ 
schreibt. 
Nimmt man statt der Ebene P die x ~ o, wobei der Punkt Z nach Z o gehen 
m6ge, so ergeben die abgeleiteten Formeln ffir diesen Punkt: 
, 4 , - -0 ,  Z~ Y,, ~[3--Y3, --- (y~+y~) - -y -~-yL  
Da nun nach BELTRAMI die Enffernung YZ durch 
-~  a2 
cosh = - -  (y' K) 
Y4 
gegeben wird, so folgt 
rZo a' - y: - y~ _ V~ + y_Z 
c~ yCy~+y~ Y 9 
Analog diesem Ausdruck bestimme ich jetzt das Verh~iltnis yon zwei Gr6ssen 
~, und ~ durch die Gleichung 
rz  r + ~, (I6) cosh - -  g 
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also durch 
Es folgt 
oder nach (IS) und (I3") 
07)  
,~ _ - (y, ~) 
Y~ 
2 ~ = [~-- (y ,  ~)]~_ ~, 
~ y~ 
~ a (p, I - -y )  
Y 1 /~(p ,  P) - -  (p, l) ~ 
Indem ich durch den Punkt O noch zwei Ebenen Q und R lege mit den Gleichungen 
(q, x - -0=o,  (r, x - -0=o 
kann ich noch zwei Gr6ssen ~,/~, ~3/t ~ihnfich wie --~-, definieren, die dann 
! ~= a (q , l -y )  
~ Y 1~(~, 9 ) -  (q, l) ~ 
07) 
I ~=~ ( r , l -y )  
~. y 1/a2(~, ~) -  (~, I) ~ 
werden. 
Jetzt soil die Annahme eingeftihrt werden, dass im Punkte 0 je zwei der drei 
Ebenen P~ Q, R rich in einer Geraden schneiden, die auf der dritten Ebene senkrecht- 
steht. 
Um auszudrficken, dass die Schnittlinie yon Q und R auf P senkrecht ist, hat 
man in den Gleichungen (12) ftir die G, G, Z3, ~ die l ,  l ,  l ,  I und ftir die ~G, 
G, 3 Z3 ' ~ ~ diejenigen ~ G, ~ G, 8 G, 8 x zu setzen, welche den beiden Gleichungen 
(q, ~)  = o, (r, ~ ~) = o 
gentigen. Ersetzt man v durch einen anderen Faktor % so folgen die Gleichungen 
Gr3 - -  qsG = v[a:p,  - -  (p, l ) l ]  
G r - -  q, r 3 = v [a~p~ - -  (p, I) 12] 
q ,G  - -  G r, - -  v[a~P~ - -  (P, 1)13], 
die man mit Hilfe von unbestimmten Gr6ssen G ~ ~,, ~3 in 
(~, q, r )= v[a2C0 , ~) -  CP, 0(  l, q]  
zusammenfassen kann, wobei ~-_+ G }='1'3 --  (~, }, "f) gesetzt ist. Setzt man 
so erh~ilt man 
(18) 
und hieraus folgt ferner 
(19) 
also nach (17) 
(20) 
~ - - - l ,  %- - I , ,  %=/3 ,  
(~, q, ~) a~(P, ~) - (P ,  0q,  ~) 
(l, q, r)  - -a~(p ,  I ) -  (p, I)(1, I ) '  
(l, q, r) _ (p, l)l" 
(p, q, r) --  a '(p, p) -- (p, l) ' 
~_ ~(p, I -y ) . l /  (I, q, 0 
ly $/  (p, q, r)(p, l) " 
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Aus (I8) entnimmt man 
a2(p, •-)(I, q, f) I 
l'@, 0 = ( ' '  q' ') + 7~(1' ,.)(1, q, r). 
Lasse ich nun in -~-- den einen Faktor (p, l - -y )  stehen und ersetze den andern 
durch die letzte Gleichung, so erhalte ich: 
'] 2 I (p, _gU) F(,U 1") (l, w)(l, r )T  
y~ (p, q, r)L' ' q' + q' ' 
wo noch 1 - -y ,=w,  12-y==%,  13-y3=w3 gesetzt ist. 
In ganz entsprechender Weise fin& ich: 
({2_)2= Y'I o,(q'q,W)r) [(w, r, p)+ (1, w)(l, r, P) T-]'I 
(~_~3) I (r, ~O) [ I ] 
== y= (p, q, r) (w, p, q) + (l, w)(l, p, q)~- . 
Benutzt man die in den x~, G, x3, %, %, ~ identische Gleichung 
J 
C0, ~)(~, q, 0 + (q, ~)(~, r, p )+ (~, x)(~, p, q )= (~, x)(p, q, r) 
so entsteht 
(21) '=' + ~2 - -  y2 (W, W) + ~ . 
Es ist aber 
I 
(w, ~) + T (1, wy 
und die (17) zdgen dass 
~ i - -  
(23) 
I =(l, 1)+(5, , y)-- 2(I, y )+-F- [ ( I ,  I) 2 - -  2(I, 1)(1, y)+(l ,  y)=] 
--[(l, 0--2(I, y)][ l- it--(~] + (",Y)-------= lt-d - f .  
- - - -  und (I, I) i a 2 somit O~ a2 
ist, wird 
I I 4 (~' ~) + -V (z, ~)~ = T [~ - 2 (l, y )~ + (1, yy] - y2 
und nach (2i) 
(~, ~) + ~2 [22 _ ( i ,  y)]2 
~2 . - -  l=f 
Ich nehme nun, um die vier Gr6ssen ~ ganz festzulegen, an, dass zwischen ihnen 
die Gleichfing 
3 
bestehe. Dann gibt die letzte Gleichung 
(23) ~ __ bly 
a =-  (I, y) 
ab! (p, l - -y )  
~/a ~(p, P) - -  (p, I) ~ a ~ _ (I, Y) 
a b z (q, t - -  y) 
r ~)--(q, t)" ~--(1, y) 
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a b I (r, I - -  y) 
"3 --1/~2 (r, r ) - - ( r ,  I) 2"a2-(1,  y) 
ist. Diese vier Gleichungen (23) geben den Zusammenhang zvischen den beiderlei Koor- 
dinaten des n~tmlichen Punktes. 
Nach den Formeln (20) ergibt sich 
d y - ~ / q , r )  = l (p' dy) / (p, r) (p, l) 
und, nach einer bei Formel (20) benutzten Umwandlung, 
( ~_)~ (p, dy) [ r) I (I, d),)(l, q, r)] d y --(p, q, r) (#' ~' +7 
Bildet man die zwei entsprechenden Gleichungen, so liefert die Addition 
(24) d ~" '~ + d + d i ; y = (dy, #)  + ~ (I, dyy. 
Nach Ausftihrung der Differenziation wird die linke Seite 
d~) 2ydyd~(~' ~) d~-fi3 + 2ydy (~' 2y 2 (~, d~). re " 
Nach der Annahme (22) ist aber (~., ~.)=b ~-  ~ und ('_[, d~)------~d~. Tr~gt 
man dies ein, so heben sich im Vorigen einige Glieder fort und es bleibt tibrig 
b~ d Y2_~ 2 . ~ d ~-; b~ )'~ d ~ 4 __~73 + Y~r(d'-., d~) 2 7 y 27 --  2b*ydy . dy ~ 27 
Also ergibt (24) die Gleichung 
- -  - --~ (dy, dy) 27 dy ~ + ~-(l, dy)L 7.~ . / 
Schrdbt man aber (23) 
a~ (1, y)=b/y 
so folgt 
so dass die letzte Gleichung schliesslich 
(d ~, d ~) 27 d ~2_ (dy, dy) + dy' 
d. h. die oben unter (5) angeffihrte Beziehung liefert. 
Freiburg i. Br., Januar 19o 7. 
j. LOROTH. 
